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RESUMO

Tradicionalmente, durante a simulacédo de sistemas de Engenharia e areas afins, ndo
se considera a presenca de incertezas nas variaveis, nos parametros ou nos modelos
que caracterizam o fendbmeno em analise. Nesse contexto, deixa-se de avaliar a
influéncia dessas incertezas nos perfis obtidos. Desde o ano de 1965, o interesse pela
resolugdo de modelos estocasticos tem atraido a atencdo da comunidade cientifica,
visto que todo modelo fenomenoldgico apresenta, no minimo, incerteza associada as
hipéteses consideradas durante sua formulacdo. Diante do que foi apresentado, este
trabalho tem como objetivo simular um processo de cristalizacdo em que sao
consideradas incertezas na concentragdo de cristais. Para essa finalidade,
consideram-se varios métodos numeéricos estocasticos para a resolu¢cdo do modelo
matematico (balanco de massa e balanco populacional) que representa este
processo. Inicialmente, estes métodos sdo aplicados a dois problemas matematicos
classicos que apresentam solugdo analitica. A partir dos resultados obtidos, observa-
se a qualidade da solucdo em fungdo da qualidade do método numérico estocastico
considerado.
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ABSTRACT

Traditionally, during the simulation of engineering systems and related areas, no kind
of uncertainties in variables, parameters or models that characterize the analyzed
phenomenon are considered. In this context, the influence of these uncertainties on
obtained profiles is not investigated. Since the year 1965, the interest in solving
stochastic models has attracted the attention of scientific community. This is due to
presence of uncertainties associated with the hypotheses considered during the
formulation of phenomenological models. In this context, this contribution aims to
simulate a crystallization process in which the model presents uncertainty in crystals
concentration. For this purpose, some stochastic numerical methods are considered to
solve the mathematical model (mass and population balances) that represents this
process. Initially, these methods are applied in two classical mathematical functions
that present analytical solution. The results show that the quality of solution is a
function of the stochastic numerical method considered.

Keywords: Crystallization Process, Stochastic Process, Numerical Methods.
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1. INTRODUCAO

O estudo de incertezas em modelos fenomenolégicos tem se configurado como uma
linha de pesquisa de grande interesse, o que se deve a necessidade de avaliar a
presenca de aleatoriedade associada as variaveis, aos parametros e aos proprios
modelos desenvolvidos. Para isso, varios métodos podem ser utilizados, entre 0os quais 0s
baseados em andalise de robustez e confiabilidade. Para essas duas classes de
metodologias, a priori, nenhuma informagédo sobre incerteza associada aos modelos é
considerada. Neste caso, para avaliar a influéncia de perturbacdes em modelos, pode-se
utilizar as Equacdes Diferenciais Estocéasticas (EDES).

Na literatura especializada, inUmeras aplicacdes considerando EDEs podem ser
encontradas, como estudos de caso das areas de Economia, Biologia e Medicina (Carletti,
2006; Ilvanov e Swishchuk, 2008; Lo, 2010). Em linhas gerais, pode-se dizer que os
modelos estocasticos oferecem uma representacdo mais realista de sistemas fisicos,
quimicos e biolégicos, em comparacdo com modelos deterministicos (nenhuma
informacdo sobre incertezas é considerada), visto 0s erros que surgem durante a
modelagem e os experimentos relacionados ao fenbmeno em andlise.

Em Engenharia Quimica, um dos processos em que se pode observar a presenca
de incertezas é o de cristalizacdo; uma operacdo unitaria que tem como finalidade a
obtencdo de material particulado de alta pureza, com grande aplicabilidade em processos
guimicos e farmacéuticos. Essa técnica € considerada como um método para a
separacao de misturas de substancias representadas por materiais crus ou por produtos
de reacéo.

A cristalizacdo pode ocorrer com formacao de particulas, como a solidificacdo de um
liqguido, ou com formacédo de solidos dispersados em uma solucdo, classificado em trés
fases. A primeira fase é a geracdo da forca motriz, ocasionada pela supersaturacdo, que
ocorre quando se consegue quantidade de soluto superior a quantidade de saturacao,
sem gue ocorra a precipitacdo do soluto. A segunda fase é a nucleacao, que influencia
significativamente o tamanho dos cristais, a qual pode néo existir quando se opera na
regido metaestavel. Na ultima fase da cristalizacdo, o principal fendmeno envolvido é o
crescimento dos cristais, que envolve o transporte de massa do soluto de uma solugao
para a superficie do cristal (Saito et al. 2002).

Matematicamente, o fendbmeno de cristalizacdo pode ser formulado por um sistema

integro-diferencial, que modela o balan¢o da populagéo de cristais, o balan¢co de massa e
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0 balanco de energia, associado a equacdes constitutivas que representam as taxas de
crescimento e nucleacdo de cristais (Myerson, 1952). Do ponto de vista pratico, essas
equacdes constitutivas apresentam parametros que devem ser estimados para um
conjunto de condi¢des avaliadas experimentalmente.

Diante do que foi apresentado, esse trabalho tem por objetivo avaliar a influéncia de
incertezas no processo de producdo de cristais de sulfato de potdssio. Para tanto,
considera-se a presenca de incerteza na concentracdo de cristais. O modelo integro-
diferencial é transformado em um equivalente puramente diferencial via aplicacdo do
Método dos Momentos. Esse sistema diferencial € integrado, considerando diferentes
abordagens numéricas estocésticas.

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma: a secdo 2 apresenta o modelo
matematico que caracteriza o processo de cristalizac&o; a secao 3 apresenta uma revisao
sobre alguns métodos numéricos estocasticos empregados para resolver EDEs de
primeira ordem. A metodologia proposta neste trabalho é apresentada na secao 4; os
resultados obtidos com a aplicacdo da metodologia proposta em problemas matematicos
e no processo de cristalizacao sdo apresentados na secéo 5; e, finalmente, as conclusdes

sdo apresentadas na ultima secéo.

2. MODELAGEM MATEMATICA DO PROCESSO DE CRISTALIZACAO

A modelagem matematica do processo de cristalizac&o consiste na associacao entre
os balancos de massa e populacional (distribuicdo de tamanho de cristais), j& que nessa
operacao unitaria é produzida uma massa discreta de particulas de varios tamanhos. A
seguir, sdo apresentadas as equagdes que descrevem 0 processo de cristalizacdo em

analise.
2.1 Balango de Massa

O balango material do soluto é realizado com base no fato de que uma mudanca de
concentracdo resulta em uma variacdo da massa de cristais por unidade de volume.
Neste caso, o balanco de massa para o soluto que esta sendo cristalizado e para o
solvente no cristalizador pode ser representado pelo seguinte modelo matematico
(Myerson, 1952; Costa, 2003):
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=0 (Cro ~C)-3pcky [ (L )n(L)LAL, (1)

0
em que C é a concentracdo de cristais; t € o tempo de operacdo; L é a dimenséo
caracteristica do cristal; M € a massa do solvente no cristalizador; My, e Cto representam o
fluxo massico de solvente e a concentracdo de soluto, respectivamente; pc é a densidade
do cristal; ky é o fator de forma referente ao volume; G é a taxa de crescimento dos

cristais; e n € a funcao distribuicdo de tamanho de cristais.
2.2 Balango Populacional

Matematicamente, a populacdo de cristais pode ser representada por uma funcéo
gue descreve a distribuicdo (em nimero, massa ou volume) dos mesmos. Uma populacéo
gue tenha um grande numero de cristais pequenos e um pequeno namero de cristais
bastante grandes pode ter sua representacdo em nimero com um aspecto muito diferente
da representacdo dessa mesma populacdo em massa, pois grande parte da massa da
populacdo pode estar localizada na parte da populacdo dos maiores cristais (Costa,
2003).

A distribuicdo do tamanho dos cristais pode ser prevista a partir do balanco do
namero de particulas. Para isso, as equacdes de balanco de populacdo sdo empregadas
para descrever a forma como a distribuicdo de tamanho de uma populacao de cristais se
desenvolve no tempo como resultado de varios processos cinéticos (Rawlings et al. 1993;
Rawlings et al, 2001). Genericamente, a equacdo geral para o balanco de densidade em
namero de um cristalizador tendo volume V é dada por:

on 0(Gn) av Vic N
E—i_ al_ +n\ﬁ+D(L)_B(L)+%T=O’ (2)

onde o termo on/dt representa a mudanca da densidade com relacdo ao tempo;
a(Gn)/aLdescreve a diferenca entre cristais crescendo para dentro ou para fora do
intervalo dL, devido a taxa de crescimento de cristal G=dL/dt; o termo n(oV/Vét)

considera mudancas no volume em relacdo ao tempo; os termos D(L) e B(L) representam
as taxas de desaparecimento e aparecimento, respectivamente; e o ultimo termo fornece

a soma de todos os fluxos de particulas, entrando e saindo do cristalizador (Costa, 2003).
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E importante ressaltar que para uma completa descricio do modelo matematico do
processo de cristalizacdo, faz-se necessario utilizar informagbes sobre o perfil de
temperatura, isto €; sobre o balanco de energia. Nesta contribuicdo, o modelo de
temperatura sera apresentado posteriormente.

Em resumo, o modelo descrito € formado por um sistema integro-diferencial que
requer, para sua simulacéo, a utilizacdo de equagdes constitutivas para os termos B, D e
G. Neste caso, faz-se necesséario a determinacdo dessas equacfes via formulacdo e

resolucdo de um problema inverso.

3. METODOS NUMERICOS ESTOCASTICOS

Na literatura especializada, varios métodos numeéricos especificos para a integracao
de modelos estocasticos podem ser encontrados (Schaffter, 2009, Riadh, 2014). Nesta
secdo, sao destacadas algumas metodologias para a integracdo de EDEs de primeira
ordem representadas pelo processo de It6 (Oksendal, 1952):

dX(t) = (X (t)dt + (X)W (t), X(0)=Xg, O<t<T, 3)

em que o processo estocastico {W(t)}0, conhecido por processo de Wiener, esta definido
sobre um espaco de probabilidade adequado e é independente da variavel aleatéria Xo
para o tempo t definido no intervalo [0 T]. Além disso, as funcdes uy e o sao definidas no
campo dos numeros reais. O termo pu(X(t))dt € conhecido por drift, e € a parcela
deterministica da Equacdo (3). Ja o termo o(X(t))dW(t) € chamado de difusdo e é
responsavel por introduzir estocasticidade na Equacao (3); ou seja, introduzir incerteza na
modelagem.

A seguir sdo apresentados os principais métodos numéricos propostos para resolver

equacdes diferenciais estocasticas de primeira ordem.

3.1 Euler-Maruyama

O Método de Euler-Maruyama € uma aproximacao numerica iterativa baseada no

esguema proposto por Itd, representado como segue:
Xit1= Xj + At +0j AW, (4)

em que i € um contador; ui e o representam as avaliagbes dos termos deterministico e

estocastico no ponto X, respectivamente; At é o tamanho do passo de integracgéo,
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definido como sendo T/N, onde N é o numero de pontos de discretizacdo; e AW; é a
avaliacdo do processo estocastico no i-€simo ponto.

3.2 Euler-Heun

O Método de Euler-Heun é uma versdo melhorada do Método de Euler-Maruyama,
em que o ponto X+ € atualizado, considerado a avalicdo média entre os pontos Xi e i,

conforme a seguinte relacao:

Xit1=Xi +0,5(s4 (Xi )+ 24 (7)) At + o7 (Y] ) AW , (5)

em que:

Yi = Xj + 44 (X ) At + oy (Xj )AW; (6)

onde ui(Xi) e ui(Y;) representam as avaliacdes dos termos deterministicos nos pontos X e

Yi, respectivamente.

3.3 Milstein

O Método de Milstein é um esquema numérico que se diferencia da aproximacéao de

It6, sendo a sua formula iterativa, sem o uso de derivadas, representada por:

Xit1=Xj + 4 (X ) At + 0y (X)) AW, + NlE(ﬂi (i )+ 44 (X ))(AWi2 —At), 7)
em que:
Yi = Xi + 4 (Xi)At+op (X))VAt . 8)

3.4 Runge-Kutta 1,0 - Strong 1,0 Order Method

Na tentativa de aumentar a qualidade da aproximacdo numérica considerada para a
resolucdo da Equacédo (3), varias adaptacbes da tradicional familia de Métodos Runge-

Kutta foram propostas. A seguir, apresenta-se o Runge-Kutta 1,0.

(AWiZ—At)
Xit1=Xj + 4 (Xi )At+0"| (Xi )AWi +O,5(,ui (Yi )—yi (Xi )) (9)

\/E )

em que:

Yi = Xj +0i (Xj )«/E (20)
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3.5 Runge-Kutta 1,5 - Weak 1,5 Order Method

A relacdo que segue se diferencia da anterior pela presenca do termo ui(Xi)At no

calculo do ponto Y.

(AW.2 —At)
Xip1 = Xi + 44 (Xj )At+07 (Xj )AW; +0,5(44 (i) - 4 (X ))T, (11)
em que:
Yi = Xi + 4 (Xj ) At +oj (X )AL . (12)
3.6 Runge-Kutta 2,0 - Weak 2,0 Order Method
Finalmente, o Método de Runge-Kutta 2,0 € dado por:
Xj+1=X| +%(/¢i (Ui)+ 44 (Xi))At +%(Ui (Uﬁ)w". (Ui_)+20"| (Xi ))AWi +
L . ) (AWiZ —At) (13)
sl e o)
em que os pontos Ui, Uj e UiJr sdo atualizados como:
Ui = Xj + 44 (Xj ) At + o5 (Xj ) AW; (14)
Ui = Xj + 44 (Xj ) At - oy (Xj ) VAt (15)
U = Xj + 4 (Xj) At + oy (X )AL, (16)

onde 4 (Uj), 4Ui) e 4 (Ui+) séo os valores de y computados nos pontos Ui, Uj e Ui+’
respectivamente. Ja as contribuicbes estocasticas para esses mesmos pontos sdo dadas

por oj (Ui ), 0i(U") e oj(U;") , respectivamente.

4. METODOLOGIA

Para a obtencédo dos perfis de concentracdo e de distribuicdo do tamanho dos
cristais, o modelo integro-diferencial apresentado deve ser integrado. Com essa
finalidade, diversas técnicas podem ser aplicadas, entre elas: Método das Diferencas
Finitas, Método dos Volumes Finitos, Método dos Elementos Finitos, Colocacao

Ortogonal, Método dos Momentos, Método das Caracteristicas, Método das Classes
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(Myerson, 1952; Rawlings et al., 1993; Rawlings et al., 2001; Costa, 2003; Shi et al, 20086,
Mesbah, 2010). Para aplicar os métodos numéricos apresentados, o modelo integro-
diferencial deve ser reescrito como um equivalente puramente diferencial. Neste trabalho
optou-se por empregar o Método dos Momentos, que consiste na definicdo do momento |

como sendo:
0o
uj = J‘Ljn(L)dL_ (17)
0
Nessa equacdo, 0 momento zero (uo) fornece o numero total de cristais no sistema;
o primeiro momento (u1) fornece o comprimento total dos cristais do sistema; e a area
superficial total do sistema € fornecida pela multiplicagdo do segundo momento (u2) pelo
fator de forma em area, enquanto o volume total dos cristais € equivalente a multiplicacéo
do terceiro momento (us) pelo fator de forma em volume. A massa total de cristais é a
multiplicacdo do terceiro momento com a densidade dos cristais e o fator de forma em
volume (Myerson, 1952; Rawlings et al., 1993; Rawlings et al., 2001; Costa, 2003; Shi et
al, 2006, Mesbah, 2010).
Com a aplicacdo do Método dos Momentos, a equacdo de balanco populacional é
transformada em um sistema de equacdes diferenciais ordinarias. Para tanto, multiplica-
se 0 balan¢o de populacéo por L; e se integra com relacdo a L, resultando em equacdes

em termos dos momentos (Randolph e Larson, 1971):

o0
jlon 8(Gn) av. ~ Vi | o _
!L o= +D(L) B(L)+; S dL=o. (18)

Para um sistema em regime de operagdo batelada, considerando o crescimento
independente do tamanho e que os termos de aparecimento e desaparecimento podem
ser expressos em termos meédios, o sistema de equacfes diferenciais para os trés

primeiros momentos é dado por:

HO By+B-D

d| u G+B-D
e (19)
dt| uo 2iuG+B-D |’

H3 3,uzG+I§—I5

em que a condig&o inicial para cada momento é computada a partir da distribui¢o inicial

de cristais no cristalizador, de acordo com a Equacéao (17).
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Nesse caso, o0 modelo diferencial escrito em termos dos momentos é associado ao
modelo que representa o balanco de massa (concentracdo de cristais), de forma que um
sistema de equac0Oes diferenciais deterministicos seja obtido. Assim, para trabalhar no
contexto estocastico no modelo diferencial para a concentracdo de cristais, € inserido um
termo para representar a incerteza, conforme a Equacgédo (3). De posse do sistema
estocéstico, o mesmo pode ser integrado considerando as estratégias apresentadas

anteriormente.
5. RESULTADOS E DISCUSSAO

5.1 Problemas Matematicos

Para avaliar a qualidade da solucédo obtida pelos métodos apresentados, considere

as seguintes equacoes diferenciais estocasticas (Kloeden e Platen, 1999):
dX (t) = —a sin( X (t))cos® (X (t))dt +acos? (X (t))dW (t), X(0)=1 (20)

dX (t) = a2 cos(X(1))sin (X (t))dt —asin® (X (t))dW (t), X(0) = % , (21)

cujas solucdes analiticas sdo dadas, respectivamente, por:
X(t) = arctan(aW (t) + tan(Xg)) (22)
X(t) = arccot(aW (t) +cot(Xq)) . (23)
A Figura 1 apresenta os perfis simulados para cada uma destas equacdes
considerando 500 pontos de discretizacdo, semente fixa e igual 100 na rotina
rgn(seed,'v5normal') do software Matlab® (geracdo de nimero aleatérios com distribuicéo

normal, com média igual a 1 e desvio padrdo igual a zero) e o parametro a igual a 1.

1,20- 1.1-
1,15+ 1,0-
1,10- 090!
_.1,051 = ‘
SN 0.8
> x 7 .
1,001 -
y 0,7_
0,951 0
0,90 ]
0.85- 0,51
00 02 04 t 06 08 1,0 00 02 04 t0:6 08 1.0
(a) EDE (Equacéo (20)) (b) EDE (Equacéo (21))

Figura 1: Perfil simulado considerando cada equacdao diferencial estocastica
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J& na Figura 2 sdo apresentados os erros absolutos obtidos por cada um dos
métodos numéricos estocasticos em funcdo do tempo de discretizacdo. Para essa
finalidade considera-se o numero de pontos de discretizacdo variando entre 5000 e
50000, bem como a mesma semente (100 na rotina rgn(seed,'vSnormal’) do software
Matlab®).

1E-31 o 0,1

1 E'4 E Fj vy ¥ na® 8P
r’ et 1E-3 /""
1E-55 .y 1E-4 —
S @ —=— Euler-Maruyama S 1E-5 i e Eler-Maruyama
1E-61 ot —e— Euler-Heun > g —e— Euler-Heun
f —4— Milstein 1E-6 { — a— Milstein
1E-7 B — v Runge-Kutta 1,0 1E-7 ) —v— Runge-Kutta 1,0
Runge-Kutta 1,5 1E-8 1 Runge-Kutta 1,5
1E-8. ' Runge-Kutta 2,0' 1E-91 M ' Runge-Kutta 2,0
1E-5 1E-4 1E-3 1E-5 1E-4 1E-3
At At
(a) EDE (Equacéo (20)) (b) EDE (Equacéo (21))

Figura 2: Erros absolutos em func&o do intervalo de integracdo para cada EDE

Nestas figuras observa-se, como esperado, que quanto menor for o valor do
intervalo de integracdo, menor é o erro cometido. Além disso, para ambos os estudos de
caso, observa-se perfis similares para os Métodos de Euler-Maruyama, Euler-Heun e
Milstein, bem como para os Métodos de Runge-Kutta 1,0; 1;5 e 2,0.

Em termos do custo computacional (niumero de chamadas dos vetores y e ¢ durante
0 processo), tomando-se como base o Método de Euler-Maruyama, observa-se que 0S
Métodos de Euler-Heun, Milstein e Runge-Kutta 1,0 e 1,5; requerem, a cada iteracao,
duas vezes mais avaliacdes, devido a necessidade da avaliacdo de um ponto extra. Ja o
Runge-Kutta 2,0 requer quatro vezes mais avaliagbes, em cada iteracdo, visto a

necessidade da avaliagdo de outros trés pontos durante o processo.

5.2 Simulagéo do Cristalizador Batelada Nao-Isotérmico

Considere o modelo de um cristalizador batelada ndo isotérmico que produz cristais
de sulfato de potassio, proposto por Rawlings et al. (1993) e estudado por outros autores
(Rawlings et al., 2001; Shi et al, 2006}. Matematicamente, esse modelo é definido pelo

seguinte sistema de equacoes:
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o0
Oc'j—(t: :—BkaVG(t)J.n(L,t)LZdL, C(0)=0,1743 (24)
0
d
n g2 _g (25)
ot oL
B
n(0,t) = —
(0,) G (26)
A(L0) = 0,0032(300-L)(L-250) 250 xm <L <300 zm
e 0 L <250 gmou L > 300 um’ (27)

em que B e D sdo nulos.

Para simular este modelo considera-se que a temperatura T € representada por uma
expressao linear, definida como sendo T=(-1,95/3)t+50, dada em °C. Da mesma forma, a
temperatura T;, também dada em °C, € definida como Tj=(-3,2/3)t+50. Para a situagdo
apresentada, tem-se um sistema em que o resfriamento € controlado. Também séo

consideradas as seguintes equacdes constitutivas (Rawlings et al, 1993):

b o
B =kp exp(—Eb/RT)(%J JL3n(L,t)dL (28)
0
c-Cg \Y
G = kg exp(—Eg/RT)[ z SJ , (29)
S

onde Ep € a energia de ativacdo da nucleacéo; Eq € a energia de ativacdo do crescimento;
b e g sdao os expoentes relativos a taxa de nucleacdo e crescimento para a
supersaturacado; e Cs € a concentracao de saturacdo do soluto, dada por (Rawlings et al.
1993):

Cs =6,29%x1072 12,46 x10°3T -7,14x10 072, (30)
A Tabela 1 apresenta os parametros considerados para a simulacao (Rawlings et al.
1993).

A Figura 3 apresenta os perfis de concentragdo de cristais deterministico e
estocastico considerando o igual a 0,005.
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Tabela 1. Parametros considerados para a simulacdo do cristalizador batelada

b (-) 1,45 g() 1,5
ko (min pms3)-1 1,710E4 Kg (LmM/min) 8,640E9
Eu/R (K) 7517 Eg/R (K) 4859
U (kJ/m?2 minK) 300 Ac (M?) 0,25
AHc (kJ/kg) 44,5 Cp (kJ/Kkg) 3,8
M (kg) 27,0 o (g/ums3) 2,66E-12
Kv (-) 1,5 t (min) 30

Deterministico
Estocastico

0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
t (min)

Figura 3: Perfis de concentracdo de cristais deterministico e estocastico

considerando o igual a 0,005.

Em cada um dos métodos numéricos estocasticos foram considerados 10.000
pontos de discretizacdo, semente fixa e igual 100 na rotina rgn(seed,'vbnormal’) do
software Matlab® (geracédo de nimero aleatérios com distribuicdo normal, com média igual
a 1 e desvio padrao igual a zero. Os pontos experimentais sintéticos que serao
apresentados na sequéncia foram gerados considerando a resolucdo do problema usando
o Método de Runge-Kutta-Fehlberg, também com 10.000 pontos de discretizacdo. Para
qguantificar a contribuicdo estocastica no perfil de concentracdo simulado por esse
método, considerou-se ¢ igual a 0,005. Nesse caso, 0 vetor y é formado pelo lado
esquerdo da Equacéo (24), associado com o lado esquerdo do balan¢co de massa para 0s
cristais (Equacao (25)). Ja o vetor o tem apenas uma posi¢ao, que é diferente de zero, a

saber, a que corresponde ao balan¢co de massa para 0s cristais.

Na Figura 4, itens (a) a (f), sdo apresentados os perfis de concentracdo de cristais
simulados, considerando os Métodos de Euler-Maruyama, de Euler-Heun, de Milstein, de
Runge-Kutta 1,0, de Runge-Kutta 1,5 e de Runge-Kutta 2,0, respectivamente. De forma

geral, em cada uma destas figuras, ndo se pode observar diferencas significativas entre
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os perfis simulados por cada um dos métodos considerados e 0s pontos experimentais
estocéasticos. Significa que cada um dos métodos numeéricos estocasticos foi capaz de

encontrar uma boa estimativa para a concentracao de cristais.

0,182+

° e Sintético 0,1800+
0,1751 & — + — Simulado (Euler-Maruyama) 3 e Sintético
~ —~,0,1725- :
£0.168 s £ /O Simulado (Euler-Heun)
£ 0161 H 20,1650
o 0161 V‘ ‘ 2 0,15751 uﬁ
20,154+ ‘ 2 01500 ¥ & af
© 0,147] & © BV &%
0,1425- if
0,140- %
0’133_ 0,1350'
0 3 6 9 121518212427 30 0 3 6 9 121518212427 30
t (min) t (min)
(a) Euler-Maruyama (b) Euler-Heun
e Sintético
0,1800; 8 g o 0,1800 Py & - Simulado (Runge-Kutta 1,0)
~,0,1725- * Sintético —~, 0,17251 A‘]
50 1650 % —+— Simulado (Milstein) g 0.1650. %
20,1575 BA 20,1575/ V‘ﬁ
O 0,1500- 2 & o 0,15001 L8
0,1425- Qf 14251 ;
' 0.1425 \
0,1350- 0,1350-
0 3 6 9 12151821 24 27 30 0 3 6 9 121518 21 24 27 30
t (min) t (min)
(c) Milstein (d) Runge-Kutta 1,0
e Sintético 1 e Sintético
0,18001 'o . Simulado (Runge-Kutta 1,5) 0,1800 o - Simulado (Runge-Kutta 2,0)
~, 0,17251 W ~,0,1725
£0,1650] 20,1650 %
2 04575 W‘G 20,1575 \jﬁ
50,1500 w O 0,1500] ¢ &
3 g
] \ 0,1425- ‘
0,1425 M‘ %
0,1350- 0,1350-

0 3 6 9 121518 21 24 27 30
t (min)

(e) Runge-Kutta 1,5

0 3 6 9 12151821 242730
t (min)

() Runge-Kutta 2,0

Figura 4: Perfil de concentragéo de cristais considerando diferentes métodos

numeri

cos estocasticos.
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J& na Tabela 2 sdo apresentados o custo computacional neva (NnUmero de chamadas
dos vetores y e o durante o processo) e o erro absoluto @ (computado como sendo o
somatorio do modulo da diferenca entre os resultados obtidos por cada um dos métodos
estocasticos e considerando como perfil de referéncia o obtido considerando o Método de
Runge-Kutta-Fehlberg).

Tabela 2. Custo computacional associado a cada um dos métodos estocasticos

considerados para a simulacéo do cristalizador batelada

Método ) Neval
Euler-Maruyama 1,935E-02 10000
Euler-Heun 2,510E-05 20000
Milstein 1,935E-02 20000

Runge-Kutta 1,0 1,935E-02 20000
Runge-Kutta 1,5 1,935E-02 20000
Runge-Kutta 2,0 2,507E-05 40000

Nesta tabela pode-se observar que os Métodos de Euler-Heun e de Runge-Kutta 2,0
foram os que resultaram nos menores erros, em comparagao com as outras estratégias.
Em termos do custo computacional, observa-se, como esperado, que as estratégias com
mais chamadas dos vetores y e 0 sao as que, naturalmente, requerem maior esforgo
computacional. Assim, em termos do bindmio: convergéncia versus custo computacional,

o0 Método de Euler-Heun foi o que apresentou melhor desempenho.

6. CONCLUSOES

O presente trabalho teve por objetivo simular o comportamento dinédmico da
concentracdo de cristais em um cristalizador batelada néo-isotérmico. Para isso, ao
modelo deterministico foi acrescido uma perturbacdo para simular a estocasticidade do
processo. O modelo estocastico foi resolvido considerando seis estratégias numéricas. A
partir da analise do binbmio convergéncia versus custo computacional, a abordagem que
apresentou melhor desempenho foi o Método de Euler-Heun. Como proposta de trabalhos
futuros, pretende-se aplicar a metodologia em outros estudos de caso, bem como estudar

o problema inverso, modelado por equacdes diferenciais estocasticas.
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